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摘要 : 目的 ”研究 Smarandache 本 数 在 某 些 特殊 值 上 的 下 界 估计 。 方 法 ”利用 初等 及 组 合 方法 。 
结果 证 明了 估计 式 S( 必 + 刀 ) 8p +1, 其 中 为 任意 大 于 17 的 素数 ,oa 及 为 任意 不 同 的 正 整 


数 。 结 论 
关 键 
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给 出 了 Smarandache 函 数 在 某 些 特殊 值 上 的 一 个 较 强 的 下 界 估计 。 
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Abstract: Aim To study a lower bound estimate problem of the Smarandache function at some special values. 


Methods 


Using the elementary and combinational methods. Resujlts 


It is proved the estimate S( w+ 加) 三 8pP + 


1 ,where p 三 17 be any prime，a and 0 are two positive integers with w 和 20. Conclusion  A new lower bound esti- 


mate of the Smarandache function ( at some special values) is given. 


玫 ey words: Smarandache function; lower bound estimatej elementary method; combinational method 


对 于 任意 正 整 数 ”， 著 名 的 了 .Smarandache 酌 
数 S( 由 定义 为 最 小 的 正 整数 mm 使 得 ”1 mm! 。 即 
S( 7) = minf mm: se Nm ,其 中 六 表示 所 有 正 
整数 之 集合 .从 S$(zm) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 ” = 
pp2…p" 表示 半 的 标准 分 解 式 , 那么 S(m = 
max{S(Pr)} 由 此 计算 出 S(I) = 1),S(2) = 2， 
3S(3) =3,S(4) =4,S(5) =5$,S(6) =3,S(7) = 
7,S(8) = 4,S(9) = 6,S(10) = 5,S(11) = 11， 
S(12) = 4,S(13) = 13,S(14) = 7,S(15) = 3， 
S(16) = 6,…。 关 于 S(m) 的 算术 性 质 , 许多 学 者 也 
进行 了 研究 ,获得 了 不 少 有 趣 的 结果 "”. 例 如 文献 

蛋 中 研究 了 $(m) 的 值 分 布 问题 ,证 明了 渐 近 公式 


2(S( 由 -P(A) = 


妹 近 区 
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其 中 P(m) 表示 交 的 最 大 素 因 子 ,c(*) 表示 Riemann 
zeta- 国 数 。 

另 一 方面 ,文献 的 中 研究 了 S(2…(2 - 1) ) 
的 下 界 估计 问题 ,并 给 出 了 估计 式 

S(2…(22 -1)) 三 2p+1。 

其 中 疡 为 任意 奇 素数 。 

文献 加 将 文献 区 中 的 结果 进行 了 改进 ,证 
明了 当 素 数 p = 7 时 ， 

S(22 (22) ) 三 6p +1。 

此 外 ,文献 名 还 研究 了 S(2 + 1) 的 估计 问 
题 , 获得 了 同样 的 结论 , 即 证 明了 对 任意 素数 = 7， 
有 估计 式 

S( 2 +1) 三 6p +1。 

文献 由 研究 了 Smarandache 本 数 对 费 尔 马 数 
列 的 估计 问题 ,证 明了 对 任意 正 整 数 "” = 3, 有 
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S( 忆 ) =3S(2”+1) 三 8 .2 +1。 

其 中 忆 = 2”+ 1 称 为 费 尔 马 数 , 关于 这 一 数列 的 性 
质 ,可 参阅 文献 B] 。 

这 些 学 者 为 什么 要 研究 这 些 特 殊 数 列 呢 ? 其 原 
因 在 于 数列 2” (2 - 1) 有 着 深刻 的 数学 背景 .事实 
上 吸 =2 -1 就 是 著名 的 梅森 尼 数 梅森 尼 便 猜 测 
对 所 有 素数 p,M, 为 素数 。 然 而 , 这 一 猜测 后 来 被 验 
证 是 错误 的 ,因为 Mi =22-1=23 xs89, 而 数列 
2 (2p - 1) 与 一 个 古老 的 数论 难题 一 一 偶 完 全 数 
密切 相关 .这 也 就 是 说 一 个 偶数 2 为 完全 数 , 当 且 
仅 2V =2 (2 -1) ,其 中 = 2 -1 为 梅森 尼 素 
数 . 例 如 6,28 就 是 两 个 偶 完全 数 .是 否 存在 无 穷 多 
个 偶 完全 数 是 一 个 至 今 未 解决 的 数论 难题 .当然 ,是 
否 存在 奇 完 全 数 更 不 得 而 知 .有 关 这 一 内 容 可 参阅 
文献 B - 9] 。 


1 结论 


本 文 作为 文献 6 -7] 的 注释 ,利用 初等 及 组 合 
方法 研究 了 Smarandache 本 数 S(z) 在 特殊 数列 吧 
+ 多 上 的 下 界 估计 问题 ,并 得 到 了 一 个 一 般 性 的 结 
论 . 具 体 地 说 即 证 明了 下 面 的 定理 。 

定理 1 设 P > 17 为 素数 , 则 对 任意 不 同 的 正 
整数 v 及 多 有 估计 式 

0 

显然 定理 1 中 的 下 界 估计 明显 地 优 于 文献 外 
以 及 文献 罩 中 的 结果 .特别 当 o = 2, = 1 时 , 立 
刻 推 出 估计 式 S(2 + 1) = 8p + 1。 因 此 利用 本 文 的 
方法 完全 可 以 改进 文献 引 - 3 中 的 下 界 。 


2 定理 1L 的 证 明 


利用 初等 方法 给 出 定理 1 的 证 明 . 为 叙述 方便 ， 
首先 给 出 下 面 的 引 理 。 


5 引 理 1 设 z 为 奇 素数 , 则 对 任意 互 素 的 整数 v 
及 0 且 u 十 0 和 0, 有 
CQ 十 咏 
( t+b =1 或 P。 


万 


也 
证 
QT+D 


忆 忆 
2 

+ 
人 


2 。 。 ， 。 
训 C(dh) (-Ua = 
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papar + Ci( 因 天 (Trans (D) 
注意 到 ( ,让 ) = 1,d 整 除 c + 所 以 (do) = 1 从 
而 由 式 (1) 立刻 推出 4 p, 所 以 d = 1 或 者 p。 于 是 ， 
完成 了 引 理 1 的 证 明 。 

现在 借助 于 引 理 1 来 完成 定理 1 的 证 明 . 因 为 v 
和 ,为 不 同 的 正 整数 ,所 以 可 设 c = dao) = d，。 
站 (ah) =lo+i = (or+D)。 由 
Smarandache 本 数 S( m) 的 性 质 知 

S(w TD) =S( 凤 (四 + 克 )) 三 S(w + 大 ) 。 

(2) 
于 是 为 证 明定 理 1, 注意 到 式 ( 2) ,不 失 一 般 性 可 假 
定 (cb) = 1,a。0 >1。 

对 于 任意 素数 gl zw, 有 SS(m) =I 且 13(0") 对 
所 有 正 整 数 w 成 立 . 现 在 , 先 证 明 w+ 懈 不 可 能 为 p 
的 方 宕 . 若 不 然 , 则 有 w+ 多 = 克 。 由 于 疡 为 奇 素数 ， 
当 aw =2 时 ,由 于 w+ 多 >2p > 六 所 以 w 关 3, 由 
前 面 的 引 理 1 不 难 推 出 c + 和 = Pu1 三 三 ac -2， 


(pp) 宇 1.。 再 由 
P=o+ 久 = 以 二 (zf -aw)2?”= 
也 -1 
> Ci pi ( -1) oo = 


上 式 左边 能 被 六 ”整除 , 但 是 右边 不 能 ,矛盾 。 所 以 
oo + 久 不 可 能 为 z 的 方 居 。. 于 是 ,存在 素数 4 过 P 且 


df 整除 下 。 即 


+ 只 =0(mod9) 或 者 (ac 中 ”=- 1(mod 
4) ， 
从 而 有 

(ac.b)2=1(mod9)。 (3) 


设 普 是 (c .0) 模 9 的 指标 , 则 由 式 (3) 及 指标 的 性 
质 * 9 知 m 1 2p。 于 是 m 最 多 有 4 种 可 能 :m = 1;)2， 
pp)2p。 显 然 冯 关 1;2;,p。 因 为 若 m = 1, 则 vc = 和 (mod 
d) ,与 (cb) =1 且 7 整除 w+ 只 矛 盾 。 若 交 = 2, 则 
a"0=-1(mod9) 或 者 c+=0(mod9)。 与 引 理 
1 及 4 整除 二 十， 矛盾 .再 由 前 面 同 余 式 (wo , 下 
=-1(mod 9) 知 冯 不 可 能 等 于 p, 所 以 只 有 冯 = 2p。 
再 由 指标 的 性 质 知 普 | (4) = 9 - 1, 即 
0I0-1= 几 7P= 由 .27 
或 
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0I0 = 由 "2p+1。 (4) 
于 是 由 式 (4) 知 当 wr + 姑 除 pz 之 外 ,至 少 含有 4 个 不 
同 的 素 因 子 时 ,一 定 有 一 个 素 因 子 9, 使 得 

II= 几 "2pn+1= 三 42"p+1l1=8p+1l。 

当 必 + 凡 含 有 3 个 不 等 于 z 的 素 因 子 qi ,0 及 
43 时 ,由 式 (4) 可 设 m = 2jpP +1)9， = 2h2P + ;9 
= 21727 +1T 且 太 < 态 < 司 。 此 时 太 和 户 不 可 能 后 
时 为 1 和 2。 若 不 然 ,注意 到 疡 = 11, 则 在 P;pP， = 2P + 
1 和 产 =4p +1 这 3 个 素数 中 ,至 少 有 一 个 能 被 3 整 
除 , 这 与 pq; 和 4 同时 为 素数 矛盾 .因此 , 轧 , 妃 及 
/as 中 至 少 有 一 个 不 妨 设 凡 大 于 或 等 于 4, 此 时 有 4: 
= 2hDp+1 三 8p+1l。 

下 面 讨论 w + 交 含有 两 个 不 等 于 p 的 素 因 子 
的 情况 .此 时 由 本 数 S( ”) 的 性 质 可 知 最 多 只 需 考虑 
下 面 两 种 形式 : 

冯 “站 本 人 (2p+1)2. (6p +1)y 或 者 中 十 
六 = 天 (4 和 +D2 (6p+17y。 

若 o2 + 咏 三 ) 太 (2p+1)2， (6p + 1) 7 成立， 
则 当 B = 4 或 者 y 2 时 ,由 $(z) 的 性 质 可 得 

S(o + 四) =SC2+l)O =B(2p+1l) = 

4.(2p+1) =8p+3 三 8p+1l 
或 者 

S(a + 四) 三 SC(6p +1)7) =y(6p+1) = 

2.(6p+1) =12p+2 三 8p+1。 

于 是 ,假定 1 矢 8 三 3,y = 1。 现 在 证 明 在 这 种 情 
况 下 当 pP = 17 时 ,o' + 多 不 可 能 含有 z 的 方 宕 。 若 不 
然 ; 当 w =2 时 ,由 于 P 整 除 c +0 设 w+ = 凡 。1 
(pa) = 1, 则 由 前 面 的 引 理 1 知 上 = cx 或 者 w - 1。 
显然 由 wz + 媚 二 (2p+1)2. (6p+1)7 知 天 局 
a 不 可 能 成 立 , 因为 此 时 z“” 整除 w + 多 .于 是 ,可 设 
上 =aw-1。 从 而 由 <c +) = De? 。1 可 得 

| 

2 (号 -<2 (< 运 + 久 = 六 (2p+ 
DB.(6p +1，。 

注意 到 ,w=2,1 三 8 三 3,y = 1 所 以 当 p 三 17 
时 容易 验证 上 式 显 然 不 成 立 。 

当 aw = 工时 ,由 于 忆 + 如 = 三 w+ mod pp, 所 以 天 
= aw = 1, 由 前 面 理由 可 知 六 | w/ + 多 ,这 是 不 可 能 
的 .所 以 必 + 多 不 可 能 含有 素 因 子 p。 这 样 立 刻 得 到 

2"+1 和 ao + 如 = (2p+1)2. (6p+1)。 
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其 中 1 和 8 大 3。 当 p > 17 时 ,经 过 计算 上 式 不 等 式 
是 不 可 能 成 立 的 。 

同 理 可 以 证 明 当 卫 三 17 时 ,oz + 刀 = D ( 4p 十 
1)“… (6p+l7 且 6 =y =1 是 不 可 能 的 ,而 当 B > 
2 或 者 y > 2 时 ,由 $(m) 的 性 质 知 S(o + 多 ) > 8 
+] 是 显然 的 。 

现在 讨论 w+ 刀 仅 含 有 一 个 不 等 于 p 的 素 因 子 
4 的 情况 .只 需 讨 论 : o + 如 =2 (4P+1)2 或 者 吧 
+ 如 =1 (4p+1)2 或 者 w+ 如 =p (6p+1)4 
“ 若 w+ 久 =z2 (27+1)2 成 立 , 则 当 B 关 4 时 , 显 
然 有 估计 式 

8 中 于 本 且 纪 (了 科 有 二 二 ( 基 示 让 最 
8Pp +1。 

当 < 3 时 ,由 前 面 的 证 明 过程 可 知 当 ” > 17 
时 ;, 若 < 三 1, 则 w+ 刀 =p (2p+1)2 不 可 能 成 立 ; 
同样 若 w =0, 则 w+ 如 =(2p+1)2 且 1 和 8 三 3 
也 不 成 立成 立 。 

同 理 可 证 明 第 二 和 第 三 种 情况 w+ 多 = 六。 
(4p+1)2 及 w+ 如 =p (6p+1)2。 

于 是 ,完成 了 定理 的 证 明 。 
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